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数学思想方法在高考中的应用（一）

神州智达创新教育研究中心数学教研员　李卫夺
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摘要：问题是数学的心脏，问题解决是数学教学与学习的核心。无论是学习数学还是研究数学都离不开数学问题及对数学问题的解决方法。一切思想方法都是为问题解决服务的，没有一种思想方法可以脱离数学问题独立存在和发展。
高考数学中涉及的主要思想方法有函数与方程思想、数形结合思想、分类与整合思想、转化与化归思想等。
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一、函数与方程思想

（一）函数与方程思想概述

函数思想就实际利用运动变化的观点分析具体问题中变量间的关系，并通过函数的形式表示出来，加以研究，从而使问题获解。方程思想是从问题的数量关系入手，运用数学语言将问题中的条件转化为方程，然后通过研究方程使问题获解。

（二）函数与方程思想在高考中的地位

函数与方程思想是一种最重要的数学思想方法,是高中代数的主线．它体系完整、内容丰富、应用广泛,在历年高考试题中所占比重很大,综合知识多、题型多、应用技巧多．对函数与方程及其思想方法的考查,遍布于代数、三角、几何以及各类题型(选择题、填空题、解答题)的题目之中．
（三）函数与方程思想在高考中常见的应用
（1）函数思想在高考中的应用主要表现在两个方面：
  ①借助有关初等函数的性质，解有关求值、解（证）不等式、解方程以及讨论参数的取值范围等问题；
  ②在问题研究中通过建立函数关系式或构造中间函数；把研究的问题化为讨论函数的有关性质，达到化难为易，化繁为简的目的。
（2）方程思想在解题中的应用主要表现在四个方面：
  ①解方程或解不等式；
  ②带参变数的方程或不等式的讨论，常涉及一元二次方程的判别式、根与系数的关系、区间根、区间上恒成立等知识应用；
  ③需要转化为方程的讨论，如曲线的位置关系；
  ④构造方程或不等式求解问题。

（四）函数与方程思想在高考中的体现

（1）解决不等式问题
函数与方程思想与不等式问题有着深刻的内在联系。在处理有关不等式的恒成立、不等式有解问题时，我们经常通过构造函数，利用函数的图像或者性质进行转化，确定相关参数的取值范围或最值，解决相应问题。求解线性规划问题时，常常需要联立边界直线的方程，解方程组得到最优解。

在高考中不等式与函数的结合与线性规划知识常用到函数与方程思想，其中不等式与函数的结合常用函数思想，线性规划常用方程思想。

例：（2017年全国1卷第11题）设xyz为正数，且[image: image239.png]


，则

A.2x<3y<5z      B.5z<2x<3y     C.3y<5z<2x     D.3y<2x<5z

【答案】D

【解析】令
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【分析】本题考查了指对数函数的转化，主要运用的思想方法为函数思想，主要是利用指对数函数的性质进行解题。

（2）解决数列问题

数列是定义在正整数集或它的有限子集上的函数。因此，任何数列问题都是函数问题。如，在研究数列的最大（小）项及前n项和的最值等问题中，应注意函数思想的渗透，把函数概念、图像、性质有机地融入到数列中。此外，方程思想在数列中的应用也很常见，常常需要根据已知条件，列出关于数列基本量的方程（组）。

在高考中，函数与方程思想在数列问题中的应用主要体现在基本量法的应用上，求数列的某一项，数列的前n项和等的试题，都是应用函数与方程思想进行求解。

例：（2017年全国1卷第4题）记
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【答案】C

【解析】设公差为
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【分析】本题主要考查等差数列的通项公式和求和公式，主要是根据基本量法，运用知三求二的方法进行求解，运用的思想方法主要是方程思想。

（3）解决解析几何问题
在解析几何中，遇到直线与圆，直线与圆锥曲线的位置关系时，常常需要联立方程组消元，而涉及与解析几何有关的最值问题中，常常需要选择合适的变元，构造函数，转化问求函数的最值问题。

在高考中，解析几何解答题中主要考查圆锥曲线方程和直线与圆锥曲线的位置关系，解决圆锥曲线方程问题主要应用的是待定系数法，解决直线与圆锥曲线位置关系问题最基本的方法就是联立直线方程与圆锥曲线方程进行求解，这都是应用的是函数与方程思想。

例：（2017年全国1卷第20题）已知椭圆C：
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（a>b>0），四点P1（1,1），P2（0,1），P3（–1，
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）中恰有三点在椭圆C上.

（1）求C的方程；

（2）设直线l不经过P2点且与C相交于A，B两点.若直线P2A与直线P2B的斜率的和为–1，证明：l过定点.

【解析】（1）由于
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故C的方程为
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（2）设直线P2A与直线P2B的斜率分别为k1，k2，

如果l与x轴垂直，设l：x=t，由题设知
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【分析】本题第（1）问主要考查椭圆方程，可根据待定系数法求得椭圆方程中a和b的值，应用的思想方法就是函数与方程思想，而第（2）问考查直线与椭圆的位置关系，求解的关键就是将直线方程与椭圆方程联立，根据根与系数的关系进行求解，应用的思想方法同样是函数与方程思想。

（4）解决立体几何问题
立体几何中求某些量（如体积、距离、角度等）的最值问题大都需要应用函数与方程的思想方法去处理；多面体和旋转体的表面积和体积的计算中，也经常要用函数与方程的思想方法去解决有关问题。

在高考中，立体几何问题体现函数与方程思想的方法有两个方面，一是在向量法解决立体几何空间角及空间距离时，求法向量的过程中应用函数与方程思想；一是在求立体几何有关最值问题时，会用到函数与方程思想。

例1：（2017年全国1卷16题）如图，圆形纸片的圆心为O，半径为5 cm，该纸片上的等边三角形ABC的中心为O.D，E，F为圆O上的点，△DBC，△ECA，△FAB分别是以BC，CA，AB为底边的等腰三角形.沿虚线剪开后，分别以BC，CA，AB为折痕折起△DBC，△ECA，△FAB，使得D，E，F重合，得到三棱锥.当△ABC的边长变化时，所得三棱锥体积（单位：cm3）的最大值为      .
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【答案】
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【分析】本题以立体几何知识为背景，关键是从立体几何知识中抽象出具体的函数模型，运用函数思想，通过函数单调性与最值求解。

例2：（2017年全国1卷第18题）如图，在四棱锥P−ABCD中，AB//CD，且
[image: image62.wmf]90

BAPCDP

Ð=Ð=

o

.

[image: image63.png]



（1）证明：平面PAB⊥平面PAD；

（2）若PA=PD=AB=DC，
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【解析】（1）由已知
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由于AB//CD ，故AB⊥PD ，从而AB⊥平面PAD.

又AB 
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由（1）及已知可得
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【分析】本题在求二面角的余弦值的过程中，运用的是向量法进行的求解，在运用过程中求法向量时，就是运用的函数与方程思想。

（5）解决函数与导数问题
一个函数的导函数仍然是一个函数，通过导函数的图像和性质研究原函数的图像与性质；在含参数的函数与导数的综合问题中，若已知一个函数的导函数、单调性或极值、最值等，可列方程逆向求解参数的值。

在高考中，函数与导数的综合解答题中，在解答不等式恒成立，不等式有解、方程有解以及证明不等式时，常常构造函数，并利用导数研究函数的单调性和极值、最值，并将含参数的上述问题转化为函数最值问题并结合函数图像去解决，这就体现了函数和方程思想的应用。

例：（2017年全国1卷第21题）已知函数
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综上，
[image: image123.wmf]a

的取值范围为
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【分析】本题第（2）问在判断函数零点个数问题过程中，分类讨论过程中③过程中判断[image: image125.png]£ ()



大于零的过程中就是应用的函数与方程思想。

（6）解决其他问题

函数与方程思想在高考中的应用非常广泛，除了上述的问题中应用函数与方程思想，在其他问题中也常常应用函数与方程思想，例如集合、二项式、三角函数等方面。

二、数形结合思想

（一）数形结合思想概述

数形结合的思想是充分运用“数”的严谨和“形”的直观，将抽象的数学语言与直观的图形语言结合起来，使抽象思维和形象思维结合，通过代数的论证，图形的描述来研究和解决数学问题的一种数学思想方法。数形结合的思想通过“以形助数，以数辅形”，使复杂问题简单化，抽象问题具体化，有助于把握数学问题的本质，有利于达到优化解题的目的。

（二）数形结合思想在高考中的地位

纵观近几年高考试题很明显数形结合思想在高考中占有很重要的地位，不论是选择题与填空题还是解答题，都出现过应用数形结合思想进行解题的试题，同时数形结合思想在每年的高考中，以数形结合思想为背景的考题都不必不可少的试题。从考查内容来看，数形结合思想的考查常以集合，函数，方程与不等式，向量，数列，解析几何，立体几何等为载体。
（三）数形结合思想在高考中的体现

（1）解决集合问题

在高考试题中的集合试题对数形结合思想的考查主要是在集合运算过程中运用数轴、维恩图来处理多个集合之间交、并、补等运算，从而使集合之间的运算简单明了。

例：（2017年全国1卷第1题）已知集合A={x|x<1}，B={x|
[image: image126.wmf]31
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B．
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【答案】A

【分析】在解这个题时，在求出两个集合时，求两个集合之间的运算时，可通过数形结合的思想，将两个集合利用数轴表示出来，两个集合的交集与并集可以通过数轴直接表示出来，简单明了。
【解析】由
[image: image131.wmf]31
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可得
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，则
[image: image133.wmf]0
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，即
[image: image134.wmf]{|0}

Bxx
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，由数轴表示两个不等式，故选A.

（2）解决函数与方程问题

通过函数图像研究函数的性质是探究函数性质的常用方法，因为函数图像是函数的一种主要的表达形式，从“形”的方面刻画了函数的变化规律，显示了函数的性质，为研究数量关系提供了直观的形象。

在高考中常常利用函数思想构造函数，利用函数图像处理方程根的个数问题，把方程的根的问题看作函数图像的交点问题。

    例：（2015年全国1卷第12题）[image: image135.png]5



设函数[image: image136.png]f(x) =e"(2x—1) —ax+a



.其中a<1,若存在唯一的整数x0使得f(x0)<0,则a的取值范围是

	A.[[image: image137.png]


)
	B.[[image: image138.png]


)
	C.[[image: image139.png]


)
	D.[[image: image140.png]
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【答案】D

http://w%ww.wln100.c@om 未来脑教学云平台![image: image141.png]5



【分析】本题通过构造函数,利用导数判断函数的单调性,从而求解参数的取值范围,考查了导数在解决函数问题中的运用,考查考生的数形结合思想及运算求解能力.

http://w%ww.wln100.c@om 未来脑教学云平台![image: image142.png]5



【解析】由题意可知存在唯一的整数x0,使得[image: image143.png]


(2x0-1)<ax0-a,设g(x[image: image144.png]5



)=ex(2x-1),h(x)=ax-a,由g'(x[image: image145.png]5



)=ex(2x+1)可知g(x)在(-∞,-[image: image146.png]


)上单调递减,在(-[image: image147.png]


,+∞)上单调递增,作出g(x)与h(x)的大致图像如图所示,故[image: image148.png]h(0)> g(0)
{ﬂ(* 1 =<g(-1)



,即[image: image149.png]


,所以[image: image150.png]


≤a<1,故选D.

[image: image151.jpg]y
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（3）解决不等式问题
在处理不等式问题时，从题目的条件和结论除法，联系相关函数，着重分析其几何意义，从图形上找出解题的思路，特别是处理线性规划问题。

在高考中线性规划问题是在约束条件下求目标函数的最值问题，从图形上找思路恰好体现了数形结合思想的应用。

例：（2017年全国1卷第14题）设x，y满足约束条件
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的最小值为      .

【答案】
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【解析】不等式组表示的可行域如图所示，

[image: image155.png]=





易求得
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轴上的截距越大，
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就越小，
所以，当直线
[image: image161.wmf]32
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过点
[image: image162.wmf]A

时，
[image: image163.wmf]z

取得最小值，
所以
[image: image164.wmf]z
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【分析】线性规划问题是运用数形结合思想解决不等式问题最直接的体现，对线性规划问题的考查常以目标函数的最值，距离，面积，斜率等问题出现，通过“形”来探求“数”。

（4）解决向量问题

向量的几何表示，三角形法则，平行四边形法则使向量具备“形”的特征，而向量的坐标表示和坐标运算又让向量具备“数”的特征，所以向量是连接几何与代数的重要桥梁，是数形结合思想的重要载体与体现。

在高考中，数形结合思想常常体现在向量的线性表示及平面向量基本定理等方面，利用三角形法则和平行四边形法则进行向量的运算。

例：（2015年全国1卷第7题）[image: image166.png]5



（）设D为△ABC所在平面内一点.[image: image167.png]
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【答案】A

【解析】本题考查了向量的运算,考查了利用数形结合思想解决问题的能力.

由题意得[image: image172.png]


+[image: image173.png]CD = 4c



+[image: image174.png]


+[image: image175.png]


-[image: image176.png]


=-[image: image177.png]


+[image: image178.png]


,故选A.

【分析】本题考查了向量的运算，利用平面向量的三角形法则进行向量的运算，画出图形更加一目了然，利用数形结合思想解决问题更加简单。

（5）解决解析几何问题
解析几何的基本思想就是数形结合思想，在解题中要善于将数形结合思想运用于对点、线、曲线的性质及其相关关系的研究中。解析几何问题是在坐标系的基础上，用代数方法研究几何问题的数学学科，它开创了数形结合的研究方法。数形结合法是解决解析几何问题的一种重要的数学思想方法,其实质是将抽象的数学语言与直观的图形结合起来，即将代数问题几何化，运用图形的几何性质来解决；或将几何问题代数化，运用代数特征进行运算解决，其方法是以形助数，以数助形，数形渗透，相互作用。其目的是将复杂的问题简单化，隐蔽的问题明朗化，抽象的问题直观化，以便迅速、简捷、合理地解决问题。

     在高考中，解析几何问题就是由已知的几何问题，通过坐标系将题干中的几何条件转化为代数形式，以代数计算代替几何分析，将抽象的几何问题转化为纯粹的代数计算，起到简化作用。

例：（2017年全国1卷第15题）已知双曲线C：
[image: image179.wmf]22
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（a>0，b>0）的右顶点为A，以A为圆心，b为半径作圆A，圆A与双曲线C的一条渐近线交于M，N两点.若∠MAN=60°，则C的离心率为      .

【答案】
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【解析】
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如图所示，作
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，因为圆A与双曲线C的一条渐近线交于M、N两点，则
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【分析】本题主要考查双曲线的几何性质，圆的性质等知识，主要是通过双曲线标准方程中系数，圆的相关结论，点到直线的距离公式等，利用数形结合思想将抽象的几何图形问题转化为代数计算问题。
（6）解决立体几何问题

立体几何中用坐标的方法研究几何中点、线、面的性质及其相互关系，将抽象的几何问题转化为纯粹的代数来计算，利用空间向量来解决立体几何问题是数形结合在立体几何中最有利的佐证。

在高考中，立体几何问题运用数形结合思想的集中体现是在求解答题求空间角及空间距离时的向量解法，通过建立空间直角坐标系将几何问题坐标化，利用空间坐标将空间中的点表示出来，利用空间向量的坐标表示进行计算。

例：（2017年全国1卷第18题）如图，在四棱锥P−ABCD中，AB//CD，且
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（1）证明：平面PAB⊥平面PAD；

（2）若PA=PD=AB=DC，
[image: image201.wmf]90
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【解析】（1）由已知
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由于AB//CD ，故AB⊥PD ，从而AB⊥平面PAD.

又AB 
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（2）在平面
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由（1）及已知可得
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【分析】建立空间直角坐标系，将几何问题坐标化是数形结合思想的主要体现。本题利用空间向量的坐标运算，将抽象，复杂的立体几何问题，通过空间向量的共线坐标公式和空间向量数量积的坐标公式转化为单纯的代数问题，便于理解和计算。
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